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Recently, Bombieri and Bombieri and Cohen have developped a new method in
effective diophantine approximation, based on a reworked version of the Thue prin-
ciple, the Dyson lemma and some geometry of numbers. In the present work, we
follow their approach, utilizing however estimates for linear forms in two or three
logarithms instead of the Thue principle. This tool allows us to sharpen their
results. We apply our main estimates to provide new explicitand, in a certain
sense, improvedupper bounds for the size of the solutions of the S-unit equation
and of the ThueMahler equation. We also derive a new effective irrationality
measure for algebraic numbers and compare our estimates with the recent results
of Bugeaud and Gyo ry.  1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
Si : est un nombre re el irrationnel, on dit que + est une mesure
d’irrationalite effective (resp. ineffective) de : s’il existe une constante effec-
tive (resp. ineffective) C(:) telle que
}:&pq }
C(:)
q+
, pour tout ( p, q) # (Z, N"[0]) avec pgcd( p, q)=1. (1)
Il de coule du principe des tiroirs que + est ne cessairement supe rieur ou e gal
a 2. Le premier re sultat connu remonte a Liouville [16], qui a montre que
tout nombre alge brique : de degre n a une mesure d’irrationalite effective
infe rieure ou e gale a n, avec e galite si : est quadratique.
Successivement, Thue, Siegel, Dyson et Gelfond ont ame liore l’estimation
de Liouville, de manie re cependant ineffective. Le meilleur re sultat actuel-
lement connu est l’oeuvre de Roth [17]: pour tout nombre alge brique : et
pour tout = strictement positif, 2+= est une mesure d’irrationalite
ineffective de :.
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Actuellement, on conna@^t trois me thodes diffe rentes qui conduisent a des
ame liorations effectives de (1). Ainsi, Baker [1], puis Chudnowski [14] et,
entre autres, Easton, Bennett, Voutier, ont, a l’aide de techniques hyper-
ge ome triques inspire es de travaux de Thue et Siegel, explicite de bonnes
mesures d’irrationalite effectives pour certains nombres alge briques de la
forme r- a, avec a et r entiers positifs. L’inconve nient majeur de cette
me thode est qu’elle ne s’applique qu’au cas par cas et ne conduit a aucune
formule ge ne rale, valable pour tout nombre alge brique.
Cependant, un tel re sultat a e te obtenu par Feld’man [15], comme
conse quence de la the orie des formes line aires de logarithmes de veloppe e
par Baker [2]. L’exposant n dans (1) est alors remplace par n&{(:), ou
{(:) est ne anmoins tre s petit: les meilleures estimations de duites de cette
approche sont dues a Baker et Stewart [3] si : est de degre 3 et a Bugeaud
et Gyo ry [12] dans le cas ge ne ral.
Ces dernie res anne es, Bombieri [5] et Bombieri et Mueller [8] ont
de veloppe une nouvelle me thode, base e sur le principe de Thue et le lemme
de Dyson; celle-ci ne s’applique toutefois qu’a une classe restreinte de
nombres alge briques: les nombre de la forme r- ab qui admettent une
bonne approximation rationnelle. Par la suite, Bombieri [6] a raffine ce
re sultat et en a de duit, sans faire appel a la the orie des formes line aires de
logarithmes, une nouvelle mesure d’irrationalite effective valable pour tout
nombre alge brique :, de qualite tre s le ge rement infe rieure au re sultat de
[12]. La version p-adique du travail [6], ainsi que plusieurs ame liorations
substantielles, ont e te obtenues par Bombieri et Cohen [7].
Tout re cemment, Bombieri, van der Poorten et Vaaler [9] ont
retravaille cette approche dans le cas des irrationnels cubiques et ont
obtenu, sous certaines hypothe ses, d’excellentes mesures d’irrationalite
effectives, approchant parfois la valeur limite 2.
Dans cette note, nous reprenons l’article [7] en utilisant des minorations
de formes line aires de logarithmes en lieu et place du principe de Thue.
Nous obtenons alors un re sultat plus fin, duquel nous de duisons des
majorations effectives de la taille des solutions des e quations en S-unite s et
des e quations de ThueMahler, ainsi qu’une nouvelle ame lioration effective
de (1). Paralle lement, on compare ces estimations avec les re sultats de
Bugeaud et Gyo ry [11, 12], et on discute l’influence des diffe rents outils
utilise s sur la de pendance des bornes en les parame tres usuels.
2. ENONCE DES RE SULTATS
Tout au long de ce travail, H(:) (resp. h(:)) de signe la hauteur (resp. la
hauteur logarithmique) du nombre alge brique :. Leur de finition est
rappele e dans la partie 3, ou sont e galement pre cise s nos choix de
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normalisation des valeurs absolues. On convient de noter log* x pour
max[log x, 1]. En outre, les constantes c1 , ..., c6 apparaissant dans cette
partie sont des constantes nume riques effectivement calculables.
La partie 5 est consacre e aux de monstrations des the ore mes 1 a 4, qui
reposent essentiellement sur les deux propositions e nonce es et prouve es
dans la partie 4. La proposition 1 reprend un argument de ge ome trie des
nombres du^ a Minkowski et comple te par Bombieri et Vaaler [10] (il
s’agit du lemma 6.2 de [7]), alors que la proposition 2 se de duit des re cen-
tes minorations de formes line aires en trois logarithmes archime diens et en
deux logarithmes p-adiques.
Le the ore me 1 ci-dessous traite le cas ge ne ral d’un sous-groupe de rang
fini d’un corps de nombres quelconque. Il raffine le ge rement le theorem 2
de [6] et le theorem 2 de [7].
The ore me 1. Soit K un corps de nombres de degre d et soit v une valeur
absolue de K. Soit 1 un sous-groupe de rang fini de K* et conside rons un
syste me !1 , ..., !t de ge ne rateurs de 1tors. Soient ! # 1, A # K* et }>0 tels
que }1 et
0<|1&A!|v<H(A!)&}<1.
Si v est une place archime dienne, on pose
Ca=4.1019d 4
(log 3d )7
}
log*
d
}$
, Qa=(2tCa)t ‘
t
i=1
h(!i),
et on a la majoration
h(!)10Qa max[h(A), Qa].
Si v est au-dessus du nombre premier p, notons fv le degre re siduel de l ’extension
Kv Qp et posons
Cu=4.106
d 5
}
log*2
d
}
, Qu=(2tCu)t p fv log p ‘
t
i=1
h(!i).
On a alors la majoration
h(!)8CuQu max[h(A), 40Qu].
Remarques. Dans le cas archime dien, on peut en fait obtenir la majoration
le ge rement plus fine
h(!)c1Qa max {h(A), Qalog*2 Qa= ,
si l’on tient compte de l’observation qui suit la proposition 1.
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La grande valeur de la constante nume rique intervenant dans l’expres-
sion de Ca s’explique par l’absence de minorations fines de formes line aires
en trois logarithmes. Dans le cas non-archime dien, nous n’avons pas de
multiples de terminations du logarithme, et ainsi appara@^t simplement une
forme en deux logarithmes, pour laquelle nous disposons de minorations
pre cises [13].
Les minorations de formes line aires de logarithmes obtenues par
Waldschmidt [20] dans le cas archime dien et par Bugeaud et Laurent
[13] dans le cas p-adique jouent un ro^le essentiel dans la de monstration du
the ore me 1, car elles contiennent un raffinement qui ne figure ni dans les
travaux de Baker et Wu stholz [4], ni dans ceux de Kunrui Yu [21]. Plus
pre cise ment, pour la forme line aire 4 :=log a&r log x, Waldschmidt
obtient une minoration de log |4| en &c2 h(a) h(x) log(rh(a)), la ou
Baker et Wu stholz se contentent de &c3h(a) h(x) log r. Autrement dit, r- a
a une mesure d’irrationalite effective majore e par c4 h(a) log(rh(a)),
re sultat non trivial de s que rc5 h(a): c’est cette condition qui appara@^t
dans la proposition 2. Si l’on avait du^ se contenter de la condition rc6
h(a) log* h(a), qui de coule de [4], la me thode suivie ici n’aurait pas
permis de prouver le the ore me 1.
On de duit aise ment du the ore me 1 de nouvelles majorations de la taille
des solutions des e quations en S-unite s et des e quations de ThueMahler.
Les de finitions du S-re gulateur et de la S-norme sont donne es au de but de
la partie 3.
The ore me 2. Soit K un corps de nombres de degre d. On note r le rang
du groupe des unite s de K et RK son re gulateur. Soit S un ensemble fini de
places de K contenant l ’ensemble S des places infinies, et soit s le cardinal
de S. On de signe par RS le S-re gulateur de K et par P le plus grand nombre
premier au-dessous des places finies de S, en convenant que P=1 si S est
re duit a S . Soient : et ; deux e le ments non nuls de K, de hauteur majore e
par H(He), et conside rons l ’e quation
:x+;y=1 en x, y S-unite s de K. (2)
Alors, les solutions x, y de (2) ve rifient
max[h(x), h( y)]1023ss4s(log* s)2s d 3sPd (log* P) RS log H
+1046ss8s(log* s)4s d 6sP2d (log* P)2 R2S . (3)
Si S=S , alors les solutions x, y de (2) ve rifient
max[h(x), h( y)]1020rr4rd 2r(log 3d )8r RK log H
+1040rr8rd 4r(log 3d)16r R2K .
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Remarques. Ce re sultat est a comparer au theorem de [11], ou la
majoration (3) est remplace e par
max[h(x), h( y)]325(81d 2(log3 3d )8)s+1 s5s+10Pd
_RS(log* RS)(log*(PRS)log* P) log H, (4)
estimation de qualite le ge rement infe rieure a (3) en ce qui concerne la
de pendance en le S-re gulateur et en ss, si l’on suppose ces parame tres
suffisamment grands par rapport aux autres. Le facteur s5s de (4) est le
produit de s2s, du^ au syste me fondamental de S-unite s (cf. lemme 1 ci-apre s),
par s3s, terme qui appara@^t dans les minorations de formes line aires en s
logarithmes (cf. [20]). Ce dernier facteur se trouve remplace dans (3) par
(s log* s)2s, ou ss correspond au tt figurant dans les expressions de Qa et de
Qu , et qui est inhe rent a la me thode de de monstration, tandis que
(s log*2 s)s de coule du choix du parame tre } dans l’application du
the ore me 1. Le second terme de (3) est e videmment tre s de cevant: il est la
conse quence directe du 4h(!)r figurant dans (14).
On rappelle que le S-re gulateur de K est bien contro^le en fonction
de hK , le nombre de classes de K, et des parame tres de S. On a en effet la
majoration (cf. [11, lemma 3])
RSRKhK (d log* P)t,
ou t de signe le nombre de places finies de S.
Le the ore me 3 traite le cas d’une e quation de ThueMahler ge ne rale, il
contient en particulier le the ore me 4, lequel pre sente une nouvelle
ame lioration effective de l’ine galite de Liouville (1). Au pre alable, il
convient de pre ciser nos notations, lesquelles, par souci de cohe rence, sont
les me^mes que celles de [12]. Soient K un corps de nombres de degre k et
:  K un nombre alge brique de hauteur majore e par A(e) et tel que
[K(:) : K]=n3. On pose M=K(:), d=nk et on note RM (resp. hM , r),
le re gulateur (resp. le nombre de classes, le rang du groupe des unite s)
de M. Soit S un ensemble fini de places sur K, de cardinal s, contenant
l’ensemble S des places infinies. Si S est re duit a S , on pose P=1, sinon
P est le plus grand nombre premier situe au-dessous d’une place finie de S.
Soit T l’ensemble de toutes les extensions a M des places de S, on note t
son cardinal et RT le T-re gulateur de M.
The ore me 3. Soit ; un e le ment non nul de K de hauteur majore e par B
et de S-norme au plus e gale a B*(e). On conside re l ’e quation
NK(:)K(x&:y)=; en x, y S-entiers. (5)
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Toutes les solutions x, y de (5) ve rifient
max[h(x), h( y)]((log B)n)+1022tN5t(t3d 2)t
_(log* t)2t PN(log* P) RT log AB*
+1045tN10t(t3d 2)2t (log* t)4t P2N(log* P)2 R2T (6)
ou l ’on a pose N=d(n&1)(n&2). Si S=S et K=Q, on a la majoration
plus fine
max[ |x|, | y|]exp[1022rn10rr3r(log n)8r RM log AB
+1045rn20rr6r(log n)16r R2M]. (7)
Remarque. Ce re sultat est a comparer au theorem 2 de [12], ou la
majoration (6) est remplace e par
max[h(x), h( y)]((log B)n)+3t+25t5t+12N3t+4dPNRT (log* RT)
_(log*(PRT)log* P)(RM+shM+log(AB*)). (8)
Le terme ou figure log B* nous inte resse tout particulie rement, car c’est lui
qui de termine la qualite de l’ame lioration effective de l’ine galite de
Liouville. On observe un le ger gain concernant la de pendance en le T-re gu-
lateur, mais e galement la pre sence dans (6) de log* P, absent de (8). De
me^me que le facteur s5s pre sent dans (4), le terme t5t de (8) correspond au
produit de t3t, du^ a l’emploi de formes line aires en t logarithmes, par t2t,
qui re sulte de l’utilisation d’un syste me fondamental de S-unite s. Ici, gra^ce
au lemme 2, on a pu se contenter d’un syste me inde pendant, pour lequel
on dispose de meilleures estimations (cf. lemme 1), et on a ainsi gagne un
facteur tt dans le terme ou appara@^t log B*. Notons que cette observation
s’applique e galement a la me thode de de monstration suivie dans [12]. Par
ailleurs, le facteur (t log* t)2t de (6) a exactement la me^me source que le
(s log* s)2s de (3).
Gra^ce a l’ine galite (7) du the ore me 3, on obtient une nouvelle mesure
effective d’irrationalite pour tout nombre alge brique : de degre n3.
The ore me 4. Soit : un nombre alge brique re el de degre n3 et de
hauteur majore e par A(e). Soit R le re gulateur de Q(:). Alors, pour tout
rationnel yx avec x>0, on a
}:&yx }>
Ceff (:)
xn&{
(9)
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avec
Ceff (:)=A&n
2
exp[&1027nn14nR]
et
{=(1026nn14nR)&1.
Remarque. On constate que l’on obtient une mesure d’irrationalite
effective de : de qualite tre s semblable au re sultat de [12], ou l’exposant
{ est remplace par
{$=(3n+26n15n+20R log* R)&1.
On note le gain d’un facteur log* R, progre s de ja effectue par Bombieri
[6]qui obtient l’exposant {"=(e500n12R)&1, mais, contrairement a [6],
il ne se traduit pas par une perte spectaculaire au niveau de la de pendance
en le degre de :. Cependant, par rapport a [12], les constantes nume riques
sont ici nettement plus e leve es et la valeur de Ceff (:) est de moins bonne
qualite : c’est la conse quence de la pre sence, dans le membre de droite de
(7), du second terme, lequel n’affecte toutefois pas {, car il est inde pendant
de B.
3. NOTATIONS ET LEMMES AUXILIAIRES
Soit K un corps de nombres de degre d et soit MK l’ensemble des places
sur K. A toute place v # MK on associe une valeur absolue | } | de la manie re
suivante. Si v est infinie et correspond au plongement complexe _ : K  C,
on pose, pour tout : # K,
|:| v=|_(:)|dv,
avec dvv=1 ou 2, selon que _(K) est contenu dans R ou non. Si v est finie
et correspond a l’ide al premier p de K, on pose |0| v=0 et, pour tout
: # K"[0],
|:| v=N(p)&ord p(:).
La hauteur H(:) d’un nombre alge brique : # K est de finie par
H(:)=\ ‘v # MK max[1, |:| v]+
1d
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et on note h(:) :=log H(:) sa hauteur logarithmique. En outre, Voutier (cf.
[19, Corollary 2] pour d2) a montre que si : est non nul et n’est pas
racine de l’unite , sa hauteur logarithmique ve rifie
h(:)
8
9(log 3d )3
. (10)
Soit S un sous-ensemble de MK a s e le ments, contenant toutes les places
infinies, et normalisons les valeurs absolues | } | v , v # S, comme ci-dessus.
Soit [=1 , ..., =s&1] un syste me fondamental de S-unite s de K et soit
[v1 , ..., vs&1] un sous-ensemble de S. Le S-re gulateur de K, note Rs , est la
valeur absolue du de terminant de la matrice (log |=i | vj)1i, js&1 : il est
strictement positif et ne de pend ni du choix du sous-ensemble de S, ni du
syste me fondamental de S-unite s que l’on conside re. En particulier, si S est
re duit a l’ensemble des places infinies, on a Rs=RK . La S-norme de : # K,
note e Ns(:), est nulle si :=0 et, sinon, est de finie par NS(:)=>v # S |:| v .
On observe que si :{0 est un S-entier, alors sa S-norme est un entier
strictement positif.
Afin de de montrer les the ore mes 2 et 3, on a besoin de disposer de
syste mes de S-unite s de petite hauteur. Compte-tenu de (10), on pose
c7=((s&1)!)2(2s&2d s&1), c$7=(s&1)!d s&1,
c8=c7(9d(log 3d )38)s&2 et c$8=c$7(9d(log 3d )38)s&2.
lemme 1. Il existe un syste me fondamental (resp. inde pendant) [=1 , ..., =s&1]
de S-unite s de K ve rifiant
‘
s&1
i=1
h(=i)c7RS (resp. c$7RS) (11)
et
h(=i)c8 RS (resp. c$8RS), i=1, ..., s&1. (12)
De monstration. Il s’agit du lemma 1 de [11], dont la preuve (cf. [11,
ine galite s (13)]) traite paralle lement le cas d’un syste me inde pendant et
celui d’un syste me fondamental. Le lecteur peut e galement consulter le
lemma 6 de [6]. K
lemme 2. Soit 1 un sous-groupe de K* engendre par un syste me inde pen-
dant de S-unite s satisfaisant aux proprie te s du lemme 1. Pour tout S-entier
non nul : # K et tout entier n1, il existe une S-unite = # 1 telle que
H(=n:)NS(:)12d exp[n ss log3s(3d) RS].
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De monstration. Posons M=NS(:) et choisissons un syste me inde pen-
dant de S-unite s [’1 , ..., ’s&1] engendrant 1 et ve rifiant les conclusions du
lemme 1. On conside re le syste me d’e quations line aires
:
s&1
j=1
Xj log |’j | vi=&log(M
&1s |:| vi), i=1, ..., s&1,
d’inconnues X1 , ..., Xs&1 . Comme son de terminant est non nul, il admet
une unique solution x1 , ..., xs&1 dans R, et l’on peut e crire, pour
1 js&1, xj=nbj+\j , avec bj # Z et |\ j |n2. Posons ==’b11 } } } ’
bs&1
s&1 ,
on a alors
|log(M&1s |:=n| vi)|
n
2
:
s&1
j=1
|log |’j | vi |, i=1, ..., s&1
et donc
h(:=n)=
1
2d
:
s
i=1
|log |:=n| vi |
log M
2d
+ :
s&1
j=1
h(’j).
On conclut gra^ce a l’ine galite (12). K
Remarque. Ce re sultat est a rapprocher du lemma 2 de [11], qui offre
d’ailleurs sensiblement la me^me estimation dans le cas ou S est re duit a
l’ensemble des places infinies. Cependant, au lieu de prouver, sans plus de
pre cision, l’existence d’une S-unite = telle que =: soit de hauteur petite,
on montre ici que l’on peut imposer a = d’appartenir a un sous-groupe
engendre par un syste me inde pendant de S-unite s. Et, par le lemme 1, on
dispose de meilleures estimations pour les syste mes inde pendants que pour
les syste mes ge ne rateurs. Cette observation intervient au cours de la de mon-
stration du the ore me 3 (cf. aussi la remarque a la suite du the ore me 3).
4. LES DEUX PROPOSITIONS PRINCIPALES
La de monstration du the ore me 1 repose sur deux propositions inde -
pendantes: une minoration de formes line aires en deux ou trois logarithmes
et un re sultat issu de la ge ome trie des nombres. Afin de pre senter deux
e nonce s synthe tiques, valables simultane ment pour des valuations archi-
me diennes et ultrame triques, nous introduisons les notations suivantes.
Soit K un corps de nombres de degre d. Si v=vp est une valuation sur
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K, on note p le nombre premier au-dessous de p, fv le degre re siduel de
l’extension Kv Qp et ev son indice de ramification. On pose alors
dv=
d
fv log p
, D=max[1, dv], V= p fv
et
h$(x)=max[h(x), 1dv] pour tout x # K.
Si v est archime dienne, on pose
dv=
9(log 3d )3
8
, D=d, V=1
et
h$(x)=h(x) pour tout x # K.
Ainsi, on a toujours dv h$(x)1 pour tout x # K non nul.
La proposition ci-dessous reprend le lemma 6.2 de [7].
Proposition 1. Soit 1 un sous-groupe de rang fini de K* et conside rons
un syste me !1 , ..., !t de ge ne rateurs de 1tors. Soit A un e le ment non nul de
K et soit v une valeur absolue de K. Avec les notations ci-dessus, soient Q et
N des re els positifs ve rifiant
Q(t dv)t ‘
t
i=1
h$(! i)
et
N6V dvh$(A) Q.
Soit ! # 1 tel que A! ne soit pas une racine de l ’unite et supposons qu’il existe
}>0 ve rifiant
0<|1&A!| v<H(A!)&}.
Alors il existe a # A1 non racine de l ’unite , # # 1 et un entier positif r tels que
A!=a#r,
N
2 - 2 VQ
&1rN+3, (13)
h(a)h(A)+rt \Q&1 ‘
t
i=1
h$(! i)+
1t
+
4h(!)
r
(14)
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et
|1&a| v<1, pgcd( p, r)=1 si v est ultrame trique. (15)
De monstration. Dans le cas ultrame trique, il s’agit du lemma 6.2 de
[7], dont la preuve est base e sur un the ore me de ge ome trie des nombres
de Bombieri et Vaaler [10] qui ame liore un re sultat de Minkowski. Dans
le cas archime dienou l’on obtient en fait des constantes nume riques
le ge rement meilleures, on peut se contenter de faire appel au the ore me de
Minkowski (cf. [18, Chapter II, theorem 2C]). K
Remarque. Un examen attentif des de monstrations des lemma 6.1 et 6.2
de [7] montre que, dans le cas archime dien, le re sultat peut e^tre le ge re-
ment raffine . Il suffit pour cela de choisir pour N un entier positif multiple
de ppcm(1, ..., [(log Q)3]), qui est infe rieur a Q, et de traiter se pare ment
les casnotations de [7]1q[(log Q)3] et [(log Q)3]qQ.
Sous la premie re hypothe se, Nq est entier et le terme 4h(!)r de (14)
dispara@^t donc, tandis que, sous la seconde hypothe se, on peut, dans (13),
majorer r non plus par N, mais par 3Nlog Q.
L’e nonce qui suit remplace la nouvelle version du principe de Thue
de veloppe e dans [6] et [7]. Il se de duit des re centes minorations de formes
line aires en trois logarithmes archime diens et en deux logarithmes
p-adiques.
Proposition 2. Soient a, # # K non nuls et r2 un entier. On suppose
que a n’est pas racine de l ’unite . On conserve les notations pre ce dentes et on
suppose qu’il existe }$, 0<}$1, tel que
r
h(a)
1019
D4(log 3D)7
}$
log*
D
}$
(16)
ou
r
h$(a)
105
D2d 2v
}$
log*2
dv
}$
, (17)
selon que v est archime dienne ou ultrame trique. Si v est archime dienne, alors,
sous l ’hypothe se
h(a#r)h(a), (18)
on a
log |1&a#r|inf[&1, &}$h(a#r)],
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Si v correspond a l ’ide al premier p et si |1&a|v<1 et pgcd(r, p)=1, alors,
sous l ’hypothe se
h(a#r)max {h(a), rdv= , (19)
on a
ordp(1&a#r)<ev }$h(a#r).
Remarque. La condition (17) est moins contraignante que l’hypothe se
(H1) de [7], qui s’e crit, avec nos notations,
r
h(a)
3.41011
D10
}$ \log
1
}$
+1+
7
.
Au cours de la preuve de la proposition 2, nous appliquons la the orie des
formes line aires de logarithmes afin de minorer la quantite |1&a#r| v . Si la
place v est finie, nous avons affaire a une forme en deux logarithmes, alors
que si v est archime dienne nous sommes oblige s de minorer une forme
en trois logarithmes: cela est une conse quence de la 2?-pe riodicite de
l’exponentielle complexe.
De monstration. Traitons d’abord le cas archime dien. On note log la
de termination principale, i.e. appartenant a ]&?, ?], du logarithme
complexe. Si |1&a#r|>12, alors log |1&a#r|>&1 et la proposition est
de montre e. On peut donc supposer |1&a#r|12. Il existe alors un entier
b1 de valeur absolue majore e par r+2 tel que
4 :=i?b1+r log #+log a
ve rifie
|4|2 |1&a#r|.
On applique le corollaire 10.1 de [20] avec
:1=&1, :2=#, :3=a, b2=r et b3=1.
On suppose que # n’est pas racine de l’unite : si ce n’est pas le cas, la me^me
me thode conduit a une estimation en fait le ge rement plus fine. Reprenant
les notations de [20], il de coule de (10) que l’on peut poser
E=e, f=
1
e
, log A1=
?
D
, log A2=3 log3(3D) h(#) et
log A3=3 log3(3D) h(a).
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Compte-tenu de l’hypothe se (16), on a e galement
Z010 log(3D), M
r
h(a)
et G03 log
r
h(a)
,
d’ou l’on de duit
log |4|&3.31015D4 log7(3D) h(a) h(#) log
r
h(a)
.
D’apre s (18), on a rh(#)h(a#r)+h(a)2h(a#r) et donc la minoration
log |4|&6.61015D4 log7(3D)
h(a)
r
} log
r
h(a)
} h(a#r),
laquelle, combine e a (16), conduit a
log |1&a#r|&}$h(a#r).
Conside rons maintenant le cas d’une valuation ultrame trique v=ordp .
Par hypothe se, v(a)=0, et donc v(1&a#r)=v(#r&a&1). De plus, il de coule
de (15) que |1&a&1| v<1 et |1&#| v<1, on peut alors appliquer le
corollaire 2 de [13] avec
:1=#, :2=a&1, b1=r et b2=1.
Avec les notations de [13], on pose log A1=h$(#) et log A2=h$(a), et l’on
obtient
ordp(#r&a&1)48ev d 4v max {log \1.5dv \
r
h$(a)
+
1
h$(#)++ ,
10
dv
, 10=
2
_h$(a) h$(#). (20)
L’hypothe se (19) entra@^ne
rh$(#)=max[h(#r), rdv]2h(a#r).
Compte-tenu de (17), on de duit de (20) l’ine galite ordp(1&a#r)<
ev}$h$(a#r), en conside rant se pare ment les diffe rentes valeurs possibles du
maximum et le cas particulier dv<1. K
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5. DE MONSTRATION DES THE ORE MES
De monstration du the ore me 1
Le the ore me est trivial si A! est racine de l’unite : on exclut donc ce cas
dans la suite. On reprend la preuve du theorem 2 de [7]. Supposons tout
d’abord la valuation v archime dienne et notons _ le plongement complexe
associe a v. On applique la proposition 1 aux re els Q=Qa et
N=2 - 2 Qa[1+(- 2+1) max[Ca h(A), - 8Ca h(!)]]. (21)
Il s’ensuit qu’il existe a # K, # # 1 et un entier r>0 tels que _(A!)=a#r et
que les ine galite s (13) et (14) soient ve rifie es. D’apre s (13) et (21), on a
r(- 2+1) max[Ca h(A), - 8Ca h(!)], d’ou Ca h(a)r: la condition (16)
est satisfaite avec }$=}2. Par conse quent, si h(A!)>2}dans le cas
contraire, le the ore me est de montre , l’hypothe se (18) n’est pas ve rifie e,
car sinon on obtiendrait, par application de la proposition 2, l’ine galite
log |1&a#r|&}h(a#r)2, en contradiction avec notre hypothe se
&}h(A!)>log |1&A!| v 2log |1&_(A!)|.
Par suite, on a
h(A!)=h(a#r)<h(a)rCa(N+3)Ca ,
et, suivant que - Ca h(A) est supe rieur ou non a - 8h(!), on obtient
h(!)10Qh(A) ou bien h(!)Q - h(!)+h(A). Le the ore me 1 est donc
de montre dans le cas d’une place archime dienne.
Si la place v est non-archime dienne, on proce de de la me^me manie re, a
ceci pre s que l’on utilise la hauteur modifie e h$ et que l’on pose
}$=min {1, }ev fv log p= , C$u=105
D2d 2v
}$
log*2
dv
}$
,
Q=(2tC$u)t ‘
y
i=1
h$(!i)
et
N=2 - 2 Qp fv[1+(- 2+1) max[C$uh$(A), - 8C$uh(!]].
On applique la proposition 1 aux re els Q et N. Il s’ensuit que l’on peut
e crire A!=a#r, de telle sorte que les conditions (13) a (15) soient satisfaites
et que l’on ait
ordp(1&a#r)<}h(a#r)( fv log p).
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D’apre s (13), on a rC$uh$(a) et l’hypothe se (17) est re alise e. Par
conse quent, (19) n’est pas ve rifie e, car la proposition 2 conduirait alors a
ordp(1&a#r)>}h(a#r)( fv log p).
Ainsi h(A!)max[h(a), rdv] et, apre s avoir note la majoration
d tv >
t
i=1 h$(!i)(dlog 2)
t >ti=1 h(! i) et effectue quelques calculs, on
obtient le re sultat annonce . K
De monstration du the ore me 2
Supposons h(:x) majore e par h(;y) et notons v une valeur absolue pour
laquelle |;y| v est minimale. Comme h(;y)=h(1;y) il vient
log |1&:x| v=log |;y| v&
d
s&1
h(;y)&
d
s&1
h(:x).
On choisit un syste me fondamental =1 , ..., =s&1 de S-unite s de K donne par
le lemme 1, puis on applique le the ore me 1 avec }=min[1, d(s&1)]
a la valeur absolue v et au sous-groupe de K* forme des S-unite s. Compte-
tenu de l’estimation (11), on trouve, apre s quelques calculs, les majorations
annonce es. K
De monstration du the ore me 3
Soit (x1 , y1) une solution de (5) et notons $K le de nominateur de :. En
multipliant (5) par $nK , on obtient
NMK($K x1&($K:) y1)=$nK ;
que l’on re e crit
NMK(x&:$y)=;1 ,
ou :$ :=$K: est un entier alge brique. On conside re en fait cette
dernie re e quation, ceci nous ame ne a remplacer les bornes A, B et B* par,
respectivement, A1 :=Ad+1, B1 :=BAdn et B*1 :=B*Akdn.
Soient :(2) et :(3) deux conjugue s distincts de :(1)=:$. On convient de
de signer par z(i), i=2, 3, le conjugue de z(1) # K(:(1)) dans K(:(i)). Soit
[=1 , ..., =t&1] un syste me inde pendant de T-unite s de M ve rifiant les conclu-
sions du lemme 1. Comme NS(;1)B*1 , le lemme 2 assure l’existence d’un
entier alge brique #(1) # K(: (1)) et d’une T-unite =(1) appartenant au sous-
groupe engendre par les =i tels que
x&:(1)y=#(1)=(1) et H(#(1))B1*12d exp[tt log3t (3d ) RT]. (22)
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On abre ge l’e galite de Siegel
1&
(:(2)&:(1)) #(3)
(:(3)&:(1)) #(2)
}
=(3)
=(2)
=
(:(3)&:(2)) #(1)
(:(3)&:(1)) #(2)
}
=(1)
=(2)
en 1&a!=a$!$, en posant !==(3)=(2) et !$==(1)= (2).
Soit v une place du corps K(:(1), :(2)) pour laquelle |!$| v est minimal et
ve rifie donc
h(!$)&
s12&1
[K(:(1), :(2)) : Q]
log |!$| v &
t
d
log |!$| v ,
ou s12 de signe le nombre de places de K(:(1), :(2)) situe es au-dessus des
places de T. Soit w une place de K(:(1), :(2), :(3)) prolongeant v; comme
|!$| v<1, on a
|1&a!|w=|a$| w |!$| w|a$|w |!$| vH(a$)N H(!$)&dt. (23)
Il de coule de (23) et de la majoration H(a!)H(a$) H(!$) que l’ine galite
|1&a!|wH(a!)&d2t (24)
est re alise e, a condition de supposer
H(a!)H(a$)2tN. (25)
D’apre s (11), on a > t&1j=1 h(=
(1)
j =
(2)
j )(2d )
t&1 (t&1)! RT . Compte-tenu de
(22) et de l’estimation max[H(a), H(a$)]4A41H(#
(1))2, le the ore me 1
applique a (24) avec }=d2t dans le corps K(:(1), :(2), :(3)), de degre
majore par N, entra@^ne
max[h(!), h(!$)]1021tN5t&1(t3d 2)t (log* t)2t PN(log* P) RT log AB*
+1043tN10t&2(t3d 2)2t (log* t)4t P2N(log* P)2 R2T (26)
majoration e galement valable si (25) n’est pas satisfaite. On de duit alors de
(26) et de (22) une majoration de h(xy), et l’on conclut en notant que
yn NMK(xy&:$)=;1 . Si S=S , le re sultat est le ge rement meilleur car on
n’utilise que la partie archime dienne du the ore me 1. K
242 YANN BUGEAUD
De monstration du the ore me
On peut sans restriction supposer 0<:<1. Soient :1 :=:, :2 , ..., :n les
conjugue s, de : et posons
P(X, Y) := ‘
n
i=1
(X&: iY)=NQ(:)Q(X&:Y).
Il de coule du the ore me 3 que si 0x y sont des nombres entiers
premiers entre eux, alors il existe des constantes C1=C1(:) et C2=
C2(Q(:)), dont l’expression se de duit de (7), telles que yeC1 } |P(x, y)|C2.
On a par conse quent la majoration
}:&xy }=
1
y
}
|P(x, y)|
>ni=2 (x&:i y)
(2An)&n+1 e&C1 C2y&n+1C2,
qui implique l’ine galite (9). On observe que la mesure d’irrationalite effec-
tive ainsi obtenue de pend uniquement de l’exposant de B dans l’estimation
(7). En outre, elle reste valable pour tout ge ne rateur du corps Q(:). K
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